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В работе рассмотрено движение двух вихревых колец на сфере. Это движение обобщает известное цен-
трально-симметричное решение уравнений динамики точечных вихрей на плоскости, найденное Д. Н. Горячевым
и Х. Арефом. Показано, что уравнения движения в этом случае являются интегрируемыми по Лиувиллю, и указа-
но явное сведение к гамильтоновой системе с одной степенью свободы. Указаны два частных случая, при которых
решения являются периодическими. Для этих решений приведены явные квадратуры. Описаны фазовые портреты
и приведены бифуркационные диаграммы для центрально-симметричного движения четырех вихрей на сфере.
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Dynamics of two vortex rings on a sphere
The motion of two vortex rings on a sphere is considered. This motion generalizes the well-known centrally
symmetrical solution of the equations of point vortex dynamics on a plane derived by D. N. Goryachev and H. Aref. The
equations of motion in this case are shown to be Liouville integrable, and an explicit reduction to a Hamiltonian system
with one degree of freedom is described. Two particular cases in which the solutions are periodical are presented. Explicit
quadratures are given for these solutions. Phase portraits are described and bifurcation diagrams are shown for centrally
symmetrical motion of four vortices on a sphere.
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1. Движение 2n вихрей на плоскости. Центрально-симметричное
решение
Рассмотрим систему 2n точечных вихрей, состоящую из двух групп по n вихрей, каждая из
которых (в начальный момент) расположена в вершинах концентрических правильных много-
угольников (колец). Эти группы вихрей имеют соответственно интенсивности Γ1 и Γ2. Обозначая
координаты первой группы через z1, . . . , zn, а второй — через ζ1, . . . , ζn, уравнения движения
2n вихрей можно записать в форме
z˙α =
1
2pii
 n∑
β 6=α
′ Γ1
zα − zβ +
n∑
β=1
Γ2
zα − ζβ
 ,
ζ˙α =
1
2pii
 n∑
β=1
Γ1
ζα − zβ +
n∑
β 6=α
′ Γ2
ζα − ζβ
 .
(1.1)
Учитывая начальное расположение вихрей, решение уравнений (1.1) будем искать в виде
zα(t) = z(t)e
2pii(α−1)/n, ζα(t) = ζ(t)e
2pii(α−1)/n, α = 1, . . . , n, (1.2)
Несложно получить систему двух уравнений для определения функций z и ζ:
z˙ = 1
2pii
(
Γ1(n− 1)
2z
+
Γ2nz
n−1
zn − ζn
)
, ζ˙ = 1
2pii
(
Γ2(n− 1)
2ζ
+
Γ1nζ
n−1
ζn − zn
)
. (1.3)
Уравнения (1.3) могут быть представлены в гамильтоновой форме [2]:
Γ1z˙ =
1
i
∂H
∂z
, Γ2ζ˙ =
1
i
dH
∂ζ
(1.4)
с гамильтонианом
H = 1
2pi
log
{[
(zz)Γ
2
1(ζζ)Γ
2
2
](n−1)/2 [
(zn − ζn)(zn − ζn)
]Γ1Γ2}
. (1.5)
Кроме гамильтониана (или величины h = exp(2piH)) система (1.4), (1.5) обладает интегралом
момента
I = Γ1|z|2 + Γ2|ζ|2 (1.6)
и поэтому является интегрируемой по Лиувиллю.
ЗАМЕЧАНИЕ. Общая система (1.1) (с добавлением центрального вихря, не изменяющего свойств
интегрируемости) была рассмотрена Д. Н. Горячевым, который также подробно рассмотрел случай
Γ1 = −Γ2, а интенсивность центрального вихря κ ненулевая κ 6= 0. Д. Н. Горячев указал соотношения
на κ и λ2 = −Γ1/Γ2, при которых решения описываются явными квадратурами, рассмотрев более по-
дробно случай движения по логарифмической спирали. Случай Γ1 = −Γ2, κ = 0 изучался Т. Хавелоком
в работе [6], в которой найдено решение, соответствующее равномерному вращению вихрей по окружно-
стям с постоянными радиусами. Такое решение обобщает задачу о дорожке Кармана на случай конеч-
ного числа вихревых пар, расположенных по окружностям (двояко альтернированные кольца). Случай
Γ1 = −Γ2 рассматривался В. Гре¨бли [5] и А. Гринхиллом [4], которые указали решение, для которого ζ =
= z, т. е. обладающее n осями симметрии. Как уже указывалось, наиболее полной работой, посвященной
системе Горячева-Арефа (1.1), является [7]. Детальное исследование системы (1.4), (1.5) (включающее
рассмотрение топологии, редукции и устойчивости) в зависимости от отношения Γ1/Γ2 выполнено в [7].
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Рис. 1
2. Движение 2n вихрей на сфере. Аналог
центрально-симметричного решения
Рассмотрим систему 2n точечных вихрей на сфере радиуса R. Выполним стереографиче-
скую проекцию сферы на плоскость и представим координаты вихрей в комплексной форме zk =
= xk +iyk, i = 1, . . . , N (рис. 1). Тогда уравнения движения (произвольной системыN точечных
вихрей с интенсивностями Γl) можно представить в форме [9]:
z˙k =
(1 + λ|zk|2)2
2pii
 N∑
l 6=k
′ Γl
zk − zl −
 N∑
l 6=k
Γl
 λzk
1 + λ|zk|2
 , λ = (2R)2. (2.1)
Эти уравнения записываются в гамильтоновой форме:
z˙k = {zk,H} =
2(1 + λ|zk|2)2
iΓk
∂H
∂zk
,
H = 1
4pi
∑
k<l
ΓkΓl ln |zk − zl|2 −
n∑
k=1
Γk
∑
l 6=k
Γl
 ln(1 + λ|zk|2)
 .
Скобки Пуассона задаются соотношениями {zk, zl} = 2δkliΓk .
Разобьем аналогично предыдущему пункту 2n вихрей на группы по n вихрей, имеющих со-
ответственно интенсивности Γ1 и Γ2, тогда система (2.1) допускает частное центрально-симмет-
ричное решение, при котором каждая из групп вихрей образует во все моменты времени пра-
вильные многоугольники (кольца) с одной и той же осью симметрии. Мы снова будем искать его
в виде (1.2). Подставляя (1.2) в (2.1), приходим к уравнениям
z˙ =
(1 + λ|z|2)2
2pii
(
(n− 1)Γ1
2z
+
nΓ2z
n−1
zn − ζn − (n(Γ1 + Γ2)− Γ1)
λz
1 + λ|z|2
)
,
ζ˙ =
(1 + λ|ζ|2)2
2pii
(
(n− 1)Γ2
2ζ
+
nΓ1ζ
n−1
ζn − zn − (n(Γ1 + Γ2)− Γ2)
λζ
1 + λ|ζ|2
)
.
(2.2)
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Система (2.2) является гамильтоновой (1.4) с гамильтонианом
H =
n− 1
2
(
Γ21 ln zz + Γ
2
2 ln ζζ − (Γ− Γ1)Γ1 ln(1 + λzz)−
−(Γ− Γ2)Γ2 ln(1 + λζζ) + Γ1Γ2 ln(zn − ζn)(zn − ζn)
)
, Γ = n(Γ1 + Γ2).
(2.3)
Скобки Пуассона задаются соотношениями {z, z} = 2
iΓ1
, {ζ, ζ} = 2
iΓ2
.
Помимо гамильтониана (2.3) уравнения допускают интеграл момента, соответствующий
вращательной симметрии относительно общей оси колец. Он имеет вид
I =
Γ1
1 + λ|z|2 +
Γ2
1 + λ|ζ|2 = const. (2.4)
3. Приведение к системе с одной степенью свободы
Используя инвариантность уравнений (2.2) относительно группы вращений SO(2), явно вы-
полним редукцию к системе с одной степенью свободы. Выполним замену переменных
ϕ = arg z − arg ζ, ψ = arg z + arg ζ, X = Γ1
1 + λ|z|2 −
Γ2
1 + λ|ζ|2 , Y = I, (3.1)
где I — интеграл (2.4). Скобки Пуассона для новых переменных имеют вид
{X,ϕ} = {Y, ψ} = 4λ, {X,Y } = {ϕ,ψ} = 0. (3.2)
Выразим гамильтониан через новые переменные
4piH =
n− 1
2
(
Γ21 lnu(1− u) + Γ22 ln v(1− v)
)
+
+Γ1Γ2 ln
(
vn(1− u)n + un(1− v)n − 2 (uv(1− u)(1 − v))n/2 cosnϕ
)
,
u =
I +X
2Γ1
= 1
1 + λ|z|2 , v =
I −X
2Γ2
= 1
1 + λ|ζ|2 .
(3.3)
Таким образом, ψ — циклическая переменная, и на поверхности уровня I = const получаем
искомую систему с одной степенью свободы для переменных:
X˙ = 4λ∂H
∂ϕ
, ϕ˙ = −4λ∂H
∂X
. (3.4)
4. Твисторы и танцующие вихри
Имеется два частных случая, когда все (неособые) решения системы (2.2) являются перио-
дическими, а именно
1) Γ1 = Γ2, I = Γ1, 2) Γ1 = −Γ2, I = 0. (4.1)
Как несложно показать, в обоих случаях имеется дополнительный интеграл
ψ = arg z + arg ζ = const.
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В первом случае вихревые кольца равноотстоят от экватора и движутся в противоположных на-
правлениях. При этом возможны два режима движения: в первом все вихри одного и того же
кольца движутся по одной и той же кривой («вблизи полюса»), во втором — каждый вихрь дви-
жется по своей траектории («вблизи вершин косой призмы», см. рис. 10). Это — простейшие
твисторы [10].
Во втором случае оба кольца находятся на одной и той же широте, и вихри описывают
одинаковые овалы с центрами на экваторе (это одна из разновидностей танцующих вихрей, см.
рис. 11). Более подробно эти случаи рассмотрены ниже для простейших колец, состоящих из
двух вихрей.
Интересной особенностью этих случаев является также то, что решение можно выписать
в виде явных квадратур. Так для случая Γ1 = Γ2 = 1 (n— произвольное) получаем:
X˙ = −2λnpi
(1−X2)n sinnϕ
(1−X)2n + (1 +X)2n − 2(1 −X2)n cosnϕ.
Выразим из этого соотношения cosnϕ и подставим в уравнение для гамильтониана (3.3), из полу-
ченного уравнения находим, что X(t) может быть получено обращением следующего интеграла
X∫
dx√
P (x)
= ±λn
pih
(t− t0),
P (x) = −
(
h− (1− x2)n−1 ((1 + x)n + (1− x)n)2
)
×
×
(
h− (1− x2)n−1 ((1 + x)n − (1− x)n)2
)
,
(4.2)
где постоянная h связана со значением гамильтониана (3.3) соотношением
4piH + 2(2n− 1) ln 2 = lnh.
В случае Γ1 = −Γ2 = 1 гамильтониан (3.3) и уравнения (3.4) еще более упрощаются, действи-
тельно, несложно получить
4piH = ln2− lnX(2−X)− ln(1− cosnϕ),
X˙ = −λpin ctg
nϕ
2
, ϕ˙ = λpi
2(1 −X)
X(2−X) .
Эти уравнения легко интегрируются, и для траектории получаем следующие выражения
X = 1±
(
1− h
1− cosnϕ
)1/2
.
Закон движения по траектории определяется выражениями
X(t) = 1 +
√
2− h
2
sin τ, τ =
√
2
h
λn
pi (t− t0), (4.3)
где lnh = ln2− 4piH.
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Это решение описывает простейший случай движений, названных в [10] «танцующими ви-
хрями». Замечательной особенностью этих движений является то, что решение может быть вы-
ражено через элементарные функции. Этот результат дополняет результаты работ [8], где суще-
ствование подобных решений доказывается с помощью теории, основанной на анализе дискрет-
ных групп симметрии. Помимо указанных выше, известно большое количество других частных
решений в движении вихрей на сфере, для случая при котором все интенсивности по модулю
равны [10]. Интересно было бы выяснить, для каких еще решений можно выполнить явное инте-
грирование в квадратурах.
В случае плоскости при Γ1 = −Γ2 аналогичное решение также может быть получено в квад-
ратурах; замечательное по своей простоте, оно было указано Д. Н. Горячевым [1].
В общем случае (произвольные Γi), траектории приведенной системы на плоскости X, ϕ
совпадают с линиями уровня гамильтониана (3.3). Таким образом, фазовый портрет приведен-
ной системы (3.4) полностью определяется видом двумерной поверхности z = H(X,ϕ), который,
как известно, задается критическими точками и сингулярностями функции (3.3). Рассмотрим по-
дробнее критические точки (3.3), которым в исходной системе (2.1) соответствуют относитель-
ные равновесия вихрей, т. е. «твердотельные» конфигурации, равномерно вращающиеся вокруг
неподвижного центра.
5. Относительные равновесия
Несложно показать, что угол ϕ, соответствующий критическим точкам (3.3) (и, следова-
тельно, относительным равновесиям), определяется уравнением
sinnϕ = 0,
т. е. ϕ = 0 mod 2pin , либо ϕ =
pi
n mod
2pi
n . Используя терминологию, предложенную в [2], кон-
фигурации первого типа (ϕ = 0) будем называть симметричными (symmetrical), а второго типа
(ϕ − pin ) — альтернированными (alternate). Подставляя эти значения ϕ в (3.3), находим, что от-
носительные равновесия системы (2.1) определяются критическими точками функций
4piH± =
n− 1
2
(
Γ21 lnu(1− u) + Γ21 ln v(1− v)
)
+
+ Γ1Γ2 ln
(
vn/2(1− u)n/2 ∓ un/2(1− v)n/2
)2
, (5.1)
где верхний знак соответствует симметричным, а нижний — альтернированным конфигураци-
ям. (Как мы видим, в отличие от случая плоскости [7], уравнение, определяющее относительные
равновесия на сфере при нечетном n, не является полиномиальным.)
Рассмотрим подробно два важных случая, соответствующих частным решениям в задаче
четырех вихрей на сфере. Выполним качественный анализ динамики в этих случаях. Используя
приводимый ниже алгоритм, можно выполнить качественный анализ системы (2.2) при любых
фиксированных значениях Γ1, Γ2, n.
n = 2, Γ1 = Γ2 = 1 (I 6= 1). В этом случае система (2.2) описывает центрально
симметричное решение в задаче четырех одинаковых вихрей на сфере, первоначально указанное
и исследованное в [3]. Предложенные в [3] переменные хотя и позволяют выполнить редукцию
к системе с одной степенью свободы, но достаточно неудобны для качественного анализа систе-
мы.
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Согласно (3.3), функция H — pi-периодическая, поэтому можно ограничиться рассмотре-
нием ϕ в интервале [0, pi), в то же время u < 0 при X < −I, а v < 0 при X > I, поэтому фи-
зические значения X заключены в интервале (−I, I). При этом возможные значения константы
интеграла (2.4) определены неравенствами 0 6 I 6 2.
С помощью (5.1) находим, что относительные равновесия определяются корнями некоторых
полиномов. Для симметричных решений это:
X(2X4 − 3(2− d)X2 + d2) = 0,
для альтернированных:
X(X2 + d)(3X4 − 2(5 − 3d)X2 − d(2− 3d)) = 0,
где d = I(2−I) ∈ [0, 1]. Исключая нефизические решения этих уравнений, находим неподвижные
точки системы (3.4).
Симметричные:
ϕ = 0 mod pi, Xs =
1
2
(
3(2− d)−
√
d2 + 36(1 − d)
)1/2
,
это решение соответствует конфигурации вихрей, при которой они располагаются на одном ме-
ридиане, вращающемся с постоянной угловой скоростью.
Альтернированные:
ϕ = pi
2
mod pi, X(1)a = 0, X
(2)
a =
1√
3
(
5− 3d−
√
25− 24d
)1/2
,
причем X(2)a определено лишь при I ∈
[
1− 1√
3
, 1 + 1√
3
]
. Заметим, что X (1)a соответствует
расположению вихрей в вершинах квадрата, вращающегося вокруг оси, перпендикулярной его
плоскости,X(2)a соответствует расположению вихрей в вершинах неправильного тетраэдра, вра-
щающегося вокруг оси, проходящей через центр двух противолежащих ребер.
Подставляя эти решения в гамильтониан (3.3), построим бифуркационную диаграмму (диа-
грамму энергии–момента). В данном случае ее удобно изобразить на плоскости значений инте-
гралов I и h = 1
2
ln piH
64
(см. рис. 2). Возможные значения интегралов I, h на рис. 1 отмечены
серым цветом, при пересечении кривыхA1,A2, S происходит перестройка траекторий приведен-
ной системы (3.4) и соответственно перестройка инвариантных многообразий (двумерных торов)
исходной системы (2.2). КривыеA1, S определены при всех значениях I ∈ [0, 2], криваяA2 опре-
делена на отрезке I ∈
[
1− 1√
3
, 1 + 1√
3
]
и в граничных точках отрезка касается кривой A1.
Таким образом, в зависимости от значения интеграла I имеется два качественно различ-
ных типа фазовых портретов системы (3.4), соответствующих областям I ∈
(
0, 1 − 1√
3
)
∪(
1 + 1√
3
, 2
)
= D1 и I ∈∈
(
1− 1√
3
, 1 + 1√
3
)
\ {0} = D2. Они приведены на рис. 3, 4. При этом
симметричное решение всегда неустойчиво, A2 — устойчиво, A1 — неустойчиво при I ∈ D2
и устойчиво при I ∈ D1 (в данном случае устойчивость рассматривается лишь по отношению
к центрально-симметричным возмущениям положений вихрей). Заметим также, что при всех
значениях I гамильтониан (3.3) имеет две сингулярности в точках ϕ = 0 mod pi, X = 0, кото-
рые также определяют вид фазового портрета (рис. 3, 4).
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Рис. 2. Бифуркационная диаграмма системы для n = 2, Γ1 = Γ2 = 1. Серым цветом отмечена область
возможных (физических) значений интегралов I , h. Кривые A1, A2 соответствуют альтернированным от-
носительным равновесиям, а S — симметричному равновесию.
Рис. 3. Характерный вид фазового портрета приведенной системы при n = 2, Γ1 = Γ2 = 1 и I ∈ D1
(I = 0.3).
n = 2, Γ1 = −Γ2 = 1 (I 6= 0). Эту ситуацию рассмотрим по аналогии с предыдущим
случаем. В этом случае система (2.2) описывает центрально-симметричное взаимодействие двух
вихревых пар на сфере.
Как и выше, гамильтониан (3.3) — pi-периодическая функция, следовательно, ограничимся
интервалом ϕ ∈ [0, pi), а из условия положительной определенности функций u, v, 1 − u, 1 − v
находим |I| 6 X 6 2− |I|. При этом возможные значения интеграла I ∈ [−1, 1].
Относительные равновесия в данном случае определяются корнями следующих уравнений.
Для симметричных:
I2X˜(X˜2 − I2 − 1) = 0,
для альтернированных:
X˜(X˜2 − 1− I2)(X˜4 − 2(1 + I2)X˜2 + 1− 6I2 + I4) = 0,
где X˜ = X − 1 ∈ (|I| − 1, 1− |I|). После исключения нефизических решений для относительных
равновесий получаем следующие решения.
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Рис. 4. Характерный вид фазового портрета приведенной системы при n = 2, Γ1 = Γ2 = 2 и I ∈ D2
(I = 0.7).
Симметричные:
ϕ = 0 mod pi, Xs = 1,
это решение соответствует расположению вихрей в вершинах прямоугольника, который враща-
ется вокруг оси, лежащей в его плоскости и проходящей через середины противоположных сто-
рон (соединяющих вихри с одинаковыми по знаку интенсивностями). Подобное решение отсут-
ствует в плоском случае.
Альтернированные:
ϕ = pi
2
mod pi, X(1)a = 1, X
(2)
a = 1 +
√
1 + I2 − 2
√
2|I|,
последнее решение определено при I ∈ [−√2 + 1,√2− 1]; X(1)a соответствует расположению
пар вихрей, одинаковых по знаку на одной и той же широте по разные стороны от экватора,
эта конфигурация вращается вокруг оси перпендикулярной экватору (подобное решение также
отсутствует в плоском случае), X (2)a — это аналог плоского решения, при котором вихри одина-
ковой циркуляции вращаются на одинаковых параллелях, при увеличении |I| до значения √2−1
это решение сливается с решением X (1)a .
Как и выше, подставляя найденные координаты относительных равновесий в (5.1), постро-
им бифуркационную диаграмму для этого случая, которую удобно изобразить на плоскости ин-
тегралов I, h = e8piH (см. рис. 5). Кривые S,A1 также определены при произвольном I ∈ [−1, 1],
I 6= 0, в то время как A2 определено на множестве [−
√
2 + 1,
√
2 − 1] \ {0}. При I 6= 0 также
возможны два типа фазовых портретов редуцированной системы (3.4), приведенных на рис. 6, 7.
В отличие от предыдущего случая, симметричное решение в данном случае устойчиво при
всех I 6= 0, решениеA1 всегда неустойчиво, аA2 устойчиво при I ∈ (−
√
2+1,
√
2+1) и неустой-
чиво в противном случае. (Как и выше имеется в виду устойчивость по отношению к централь-
но-симметричным возмущениям.) В отличие от предыдущего случая, гамильтониан (3.3) не имеет
особенностей в области определения X, ϕ.
Приведем также фазовые портреты и вид траекторий вихрей при n = 2 для исключительных
случаев, указанных выше (4.1) (рис. 8). Как было уже отмечено, неподвижные точки приведенной
системы (3.4) в этом случае определяют статические конфигурации вихрей. При Γ1 = Γ2 имеется
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Рис. 5. Бифуркационная диаграмма системы при n = 2, Γ1 = −Γ2 = 1. Серым цветом отмечена область
возможных значений интегралов I , h. Кривые A1, A2 соответствуют альтернированным относительным
равновесиям, а S — симметричному равновесию.
Рис. 6. Характерный вид фазового портрета
приведенной системы при n = 2, Γ1 = −Γ2 =
= 1 и I ∈ (−√2 + 1,√2− 1) \ {0} (I = 0.2).
Рис. 7. Характерный вид фазового портрета
приведенной системы при n = 2, Γ1 = −Γ2 = 1
и I ∈ (−1,−√2 + 1) ∪ (√2− 1, 1) (I = 0.5).
две статических конфигурации: для одной вихри располагаются в вершинах правильного тетра-
эдра, а для другой вихри образуют квадрат на большом круге сферы. Траектории вблизи решений
A2 соответствуют движению вихрей по замкнутым кривым вблизи вершин тетраэдра, а траекто-
риям вблизи сингулярностей (точки ϕ = 0 mod pi, X = 0 на рис. 8) соответствуют движения пар
вихрей в противоположных направлениях по замкнутым траекториям вблизи полюсов (рис. 10).
При Γ1 = −Γ2 имеется лишь одна статическая конфигурация — это квадрат на экваторе сферы.
Все вихри двигаются по одинаковым кривым вокруг его вершин, причем во время движения они
остаются на одной и той же параллели (рис. 11). Соответствующие квадратуры указаны выше
(4.2), (4.3).
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Рис. 8. Фазовый портрет приведенной системы
при n = 2, Γ1 = Γ2 = 1 и исключительном значе-
нии I = 1.
Рис. 9. Фазовый портрет приведенной системы
при n = 2, Γ1 = −Γ2 = 1 и исключительном
значении I = 0.
Рис. 10. Характерный вид траекторий вихрей в случае
Γ1 = Γ2, I = Γ1. a) — общий вид, b) — вид сверху.
(Кривые одного и того же размера соответствуют одно-
му и тому же решению приведенной системы (3.4).)
Рис. 11. Характерный вид
траекторий вихрей при
Γ1 = −Γ2, I = 0.
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